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1 ΄Αλγεβρα

1. ΄Εστω (G, ∗) οµάδα µε |G| = 9. Εξετάστε ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς
(αποδείξτε/εξηγήστε τις απαντήσεις):

(α) Η G είναι αβελιανή.

(ϐ) Η G είναι κυκλική.

(γ) Υπάρχει x ∈ G, x 6= e, τέτοιο ώστε x = x3.

2. Εξετάστε αν η οµάδα Z3 × Z5 είναι κυκλική.

3. ∆είξτε ότι το µόνο γνήσιο ιδεώδες του δακτυλίου M2(R) είναι το µηδενικό.

4. (αʹ) Βρείτε πρώτο ιδεώδες του Z[x] που δεν είναι µέγιστο.

(ϐʹ) Βρείτε ιδεώδες του Z[x] που δεν είναι πρώτο και περιέχει το στοιχείο 11.

(γʹ) ∆είξτε ότι το 〈x− 7, 3〉 είναι µέγιστο ιδεώδες του Z[x].

2 Ανάλυση

1. (αʹ) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ (1,∞) η σειρά f(x) =
∑∞

n=1
1
nx συγκλίνει. ∆είξτε ότι η f είναι

παραγωγίσιµη στο (1,∞) και f
′
(x) =

∑∞
n=1

− logn
nx

(ϐʹ) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = sin2 x, x ∈ [0, 3π2 ]. ∆είξτε ότι η f είναι ϕραγµένης κύµανης,

υπολογίστε την ολική κύµανση V
3π
2

0 f και τη συνάρτηση ολικής κύµανσης Vf .

2. (αʹ) ΄Εστω (X, d) ένας πλήρης µετρικός χώρος και ∅ 6= A ⊂ X. ∆είξτε ότι αν A είναι κλειστό
υποσύνολο τότε A είναι πλήρης υπόχωρος. Ισχύει το αντίστροφο ;

(ϐʹ) ΄Εστω (X, d) ένας πλήρης µετρικός χώρος και ∅ 6= A ⊂ X. ∆είξτε ότι αν A είναι κλειστό
υποσύνολο τότε A είναι συµπαγής υπόχωρος. Ισχύει το αντίστροφο ;

3. (αʹ) ∆ίνεται συνάρτηση f : C→ C ολόµορφη στο C. Αν Re(f(z)) ≥ 0,∀z ∈ C, δείξτε ότι η f
είναι σταθερή.

(ϐʹ) ∆ίνεται συνάρτηση f : C → C ολόµορφη στο C. Αν |f(z)| ≤ |z|2, δείξτε ότι η f είναι
πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ 2.

3 Γεωµετρία

1. Παραµέτρηση Monge είναι µία παραµέτρηση επιφάνειας που δίνεται ως γράφηµα συνάρτη-
σης, και την λέµε επίπεδη εάν οι πρώτες παράγωγοι της συνάρτησης είναι µηδενικές σε ένα
κεντρικό σηµείο. ∆είξτε ότι εάν σε σηµείο r0 ∈ Σ, όπου r0 = r(u0, v0) ως προς δοθείσα παρα-
µέτρηση r(u, v), το κάθετο διάνυσµα N(u0, v0) έχει µη-µηδενική συντεταγµένη στην κάθετη
κατεύθυνση, δηλαδή N(u0, v0) · k 6= 0, τότε η απεικόνιση (u, v) 7→ (x(u, v), y(u, v)) για
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(u, v) σε κάποια γειτονιά του (u0, v0) δίνει αλλαγή συντεταγµένων και εποµένως η επιφάνεια
Σ έχει παραµέτρηση Monge µε κεντρικό σηµείο r0, µε παραµέτρους (x, y).

Εξηγήστε γιατί µπορούµε να ισχυριστούµε, γενικεύοντας τα παραπάνω, ότι κάθε επιφάνεια,
ϑεωρούµενη ως εµφυτευµένη υποπολλαπλότητα του R3, έχει παραµέτρησεις Monge που την
καλύπτουν, µε παραµέτρους (x, y), (y, z) ή (x, z).

Τέλος, υπολογίστε την πρώτη και δεύτερη ϑεµελιώδη µορφή για γενική επίπεδη παραµέτρη-
ση Monge (x, y) 7→ r(x, y) = (x, y, f(x, y)) και δώστε την γεωµετρική ερµηνεία της ∆ΘΜ.

2. ∆ώστε τις συνθήκες κανονικότητας παραµέτρησης επιφάνειας D → R3 : (u, v) 7→ r(u, v) µε
πεδίο ορισµού ανοικτό, συνεκτικό υποσύνολο D ⊂ R2 και εξηγήστε την γεωµετρική τους
σηµασία. Πόσες τέτοιες παραµετρήσεις χρειαζόµαστε, κατ΄ ελάχιστον, για να καλύψουµε τις
επιφάνειες/πολλαπλότητες : µίαν σφαίρα ; έναν τόρο ; (δώστε κατάλληλα σχήµατα.)

Για ποιές επιφάνειες και πώς ορίζεται η απεικόνιση Gauss; Περιγράψτε την παράγωγό της
και ορίστε τις πρωτεύουσες καµπυλότητες κ1, κ2 σε κάθε σηµείο. Κάνετε σχήµα ενός τόρου
και δώστε τα σύνολα των σηµείων του που είναι ελλειπτικά, υπερβολικά και παραβολικά.
Τέλος, δώστε την εικόνα της απεικόνισης Gauss για τον τόρο. Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί η
σφαίρα καλύπτεται διπλά ;

3. Θεωρούµε την κωνική επιφάνεια {x2 + y2 = z2, z > 0} ⊂ R3, καθώς και τον ορθό κύλινδρο
{x2 + y2 = 1} ⊂ R3. Και στις δύο περιπτώσεις, η τοµή µε το οριζόντιο επίπεδο z = 1 δίνει
κύκλο. Ο κύκλος αυτός δίνει γεωδαισιακή καµπύλη (µε κατάλληλη παραµέτρηση) για την
κάθε επιφάνεια ή όχι ; Εξηγήστε γεωµετρικά.

Περιγράψτε όλες τις γεωδαισιακές καµπύλες στον κύλινδρο. Τα σηµεία (1, 0, 0) και (−1, 0, 2)
ενώνονται µε µοναδική γεωδαισιακή ή όχι ;

Για την κωνική επιφάνεια, εξηγήστε, χωρίς αναλυτική απόδειξη, ότι είναι τοπικά ισοµετρική
µε το σύνολο του επιπέδου {r > 0, θ ∈ [0, θ0]}. Βρείτε την τιµή της γωνίας θ0. Περιγράψτε
εποµένως πώς ϐρίσκουµε τις γεωδαισιακές καµπύλες του κώνου.


